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О СИММЕТРИЯХ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ 

«НЕГОЛОНОМНОГО АВТОМОБИЛЯ» 

 

1.Введение. В неголономной механике и теории управления давно изучается 

математическая модель движения на плоскости идеализированного автомобиля 

[1,2,5,7]. При этом, как правило, ограничиваются рассмотрением только кинемати-

ческих уравнений движения, а динамические уравнения игнорируются.  

 

 

Математическая модель такого автомобиля (в соответствие с Рис. 1) может быть 

представлена в виде:  
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где: (x,y) – координаты,  - угол между направлением  скорости u
1
 и осью ординат, 

u
2
- угловая скорость вращения. Мы будем интерпретировать (u

1
, u

2
) как управляю-

щие воздействия, а (x, y, ) – как фазовые координаты; дифференцирование произ-

водится по времени t. Кинематическое соотношение между величиной l  (расстоя-

ние между передними и задними колесами), углом и угловой скоростью 2u  зада-

ется соотношением ltguu /)( 12 . 

 При изучении оптимальных процессов в системе (1), задачах программиро-

вания  траекторий, терминальных проблемах оказывается полезным знание сим-

метрий системы (1) – совокупности таких преобразований фазовых координат и 

управлений, которые переводят решения системы (1) в её же решения (и, соответ-

ственно, сохраняют вид системы (1)). До настоящего времени исследователи огра-

ничивались использованием только преобразований фазовых координат и времени 

[2,7]. Инфинитезимальные операторы (генераторы) этих симметрий хорошо из-

вестны и могут быть представлены в виде 
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и образуют 4-мерную алгебру Ли (мы используем обозначения и терминологию, 

принятые в современной дифференциальной геометрии и групповом анализе; см., 

например, [3,6]) . Тем не менее, при синтезе алгоритмов управления оказывается 

целесообразным подвергать преобразованиям не только фазовые координаты, но и 

управляющие воздействия (u
1
, u

2
), поэтому целью настоящей работы является вы-

числение для системы (1) более общих преобразований вида 
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 2. Результаты вычисления симметрий. В работе [4] показано, что при век-

торных управлениях коэффициенты ),,,( 321  не зависят от управлений, а коэф-



фициенты ),( 21  - зависят.  Если ввести ассоциированный  с системой (1) диффе-

ренциальный оператор  
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то основной результат может быть сформулирован в виде: 

Теорема: Максимальную алгебру инвариантности системы (1) образуют операторы 

(3) с коэффициентами 
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где ( , , ,B) – произвольные функции указанных аргументов, а буквенные ниж-

ние индексы означают дифференцирование по соответствующему аргументу.  

 Доказательство может быть проведено с использованием алгоритма Ли [6] 

и дополнительных соотношений, приведенных в [4].  

 Как видим, основная алгебра симметрий системы (1) оказалась бесконечно-

мерной и зависит от двух функций четырех переменных ( ,B) и двух функций двух 

переменных ( , ). На основании соотношений (5) может быть исследовано два 

важных частных случая: 

1. Проектируемая алгебра симметрий – преобразование фазовых координат 

и управлений производится раздельно, т.е. ),( 21 uuii . В этом случае 

алгебра симметрий оказывается конечномерной (восьмимерной) и допол-

нительно к операторам 41 XX  добавляются операторы 
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2. Скорость constu 11 . В этом случае максимальная алгебра инвариант-

ности 5-мерна и образована операторами 41 XX  из (2) и оператором 5X  

из (6).  

 3. Заключение. Таким образом, мы показали, что в отличие от случая 

симметрий «по состоянию», алгебра которых является конечномерной (4-

мерной), при рассмотрении общего класса симметрий, вовлекающих в преобра-

зование и управляющие воздействия, алгебра симметрий становится бесконеч-

номерной. Знание операторов (5) может оказаться полезным при решении гра-

ничных (терминальных) задач в рамках модели (1).  
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