
1

������������������	���
����

��������	�
���

����������	��

����������������������
1

���������� 0,...)',,(,...)',,( =+ xxtFxxtG ε �������� 0,...)'ˆ,ˆ,ˆ( =xxtG .

��� ���������� 
� ���������� �������� ��������� �� ���������� �������������

����������� ���� �������� �������������� ��������������� �������� ���������

����������� �������� ������������� ��� �������������� �������������� ���	����

����� ����������� ��������� ��������� ����� ��������� �� ������ ���� ���	����� �!"����

������������� ����������� �������������� ������� ������ �� ������� #�������� �����

�������������������������������������	�����!�������������������

0,...)',,(,...)',,( =+ xxtFxxtG ε ,                                             (1)

����� t�� ������ x(t) �� ����������� ε � �� �������� ,...)',,(,...),',,( xxtFxxtG � �� ��������

����$���� �������������� ��������� ��������	� ����������� ��������� ���������

������������������%���������������&������������

,...)',,( xxtG =0                                                      (2)

������������������������������������������ �
��������������������������������

��������������������� Fε ������������ �
�������������������$������������ �
��������

����������������������������������������� ε � ������	������ �����������������������

����!�����������������������������!���%����������������������	������������������

����� ����� 
��������� ������� ������ ���� ���������� ������ ��!�� ���!��������

����������� ��������� �������� ��������� �
�� �� ����� ���� �� �� ������ �������� '��

��������� ����������������	���������������!���������������� �
����(�������	������

��� �����������	� ������ ���������� ������������ ��������� �� ����������� ��������

���������������������	�

������������ �����������)�%� ������� �� �������������	� ��!����� !����

�������������������������� ���������� �������� �������$�������� �������	� ��� �

����������� ��� �������� ��������	� ������ ���!�������	� ������� �������	��

����������	� ���������� �
�� �
���� *�� '���� �� ������ ���!�������� ��� ��������

                                                
1
< [he__ jZggbo jZ[hlZo �kf�� gZijbf_j� >�@� mihlj_[eyeky l_jfbg ©ijb\h^bfhklvª�



2

�������� ���������� ����������� ��� ������� �������� ���������� �� ������ ��� �

����������������+�������������!������������������'�����������������!����

�������������������������������������������������������������������������������

$����������������!���������������������������������%���	����������������	

������� �� ������� ,�%�� �� ����� ����������� 
� ������������	� ����������� �� ����� ��

��������������������������!�������	���$����������������������������������

��� ������������������ ���������� �������� �� ������ ����������� ������������

!�����������������������!������������������������������!�������������������	

������� �� �!���� �
���� -������	� ��������� ������ !���� ������������ ���������

�!�����

�������������	
������������������	���
��������������������������������G

),,,,(ˆ axtgt ε=    ),,,,(ˆ axthx ε=      ),,,,(ˆ axtf εε =                              (3)

�������
������ �
�� ���� � 0≠f , 022 ≠+ gh �� ������� 0ˆ =ε � ���������
� ����
�

������� �
���� 0),,,(ˆ,0)( 00 ==≠∃ axtfa εεε ��	� 
����� ������ ��������

),,,(ˆ),,,,(ˆ 00 axtxxaxttt εε �� � ���������
� �������� ���� �� ����� �
��� ������� )ˆ,ˆ( xt -

������
���������G.

.���������������.�	�������������������������� �������������������������� �
�������

��������������������������!��������������������

0,...)'ˆ,ˆ,ˆ(ˆ,...)'ˆ,ˆ,ˆ( =+ xxtFxxtG ε .                                                (4)


������������������� 0ˆ =ε ����$������������������������


�� �� ����!� �� � �� !���"�#�$���� *������ ������	� ������� �����������

����������� ������������ ���������	�� ������� ������� ����������� �������� ��

����������� ����������	� ������ �
���� *������� '���� �������� ������������� �

��%�	��������

A. /������������������������������������������������������

 εεηεξετ ∂+∂+∂= ),,(),,(),,( xtxtxtX xt ,                                       (5)

 ����� ���� �������������� ����� ��'���$������� ),,( ηξτ � ���������

��������������$��������	�������������������������� ),,( εxt .

B. 0���������� �������� �������������� ��������� �
�� ������������� k���

�������������������X:

 0)( 0
)(

=+ =+ FG
k

FGX εε .                                           (6)



3

 1���������� ������%��� ��������� ��� ����!������ ���������� ,...),( xx ��� � �

��������� ����� ������������� ���������� ����� �������� �������$�������

�������	� �� �������� ����������� ������������� �����������

��'���$������� ),,( ηξτ .

C. 1�%���������������������������!��������������������%���	��������
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dhwnnbpb_glu ),,( ηξτ  aZ\bkyl hl \k_o i_j_f_gguo ),,( εxt � Fh`gh h]jZgbqblvky b \u[hjhf [he__ madh]h

deZkkZ hi_jZlhjh\� gZijbf_j� iheh`b\ )(),,(),,( εηηξξττ === xtxt � qlh \ ^Zevg_cr_f fh`_l mijhklblv

ijhp_^mjm j_r_gby hij_^_eyxsbo mjZ\g_gbc� L_f g_ f_g__� \u[hj deZkkZ hi_jZlhjh\ g_ kh\k_f ijhba\he_g�

Djhf_ mkeh\by� gZeZ]Z_fh]h gZ deZkk hi_jZlhjh\ L_hj_fhc � }0,0{ 22 ≠+≠ ξτη � ^he`gh _s_ \uihegylvky

mkeh\b_ aZfdgmlhklb gZ \u[jZgghf deZkk_ hlghkbl_evgh hi_jZpbb dhffmlbjh\Zgby� l�_� ^ey ^\mo ijhba\hevguo

hi_jZlhjh\ 1X b 2X ba \u[jZggh]h deZkkZ bo dhffmlZlhj ^he`_g lh`_ ijbgZ^e_`Zlv \u[jZgghfm deZkkm� l�_�

XXX ⊂],[ 21 � Ihwlhfm� gZijbf_j� \u[hj deZkkZ hi_jZlhjh\ ),(),,(),,( εηηξξττ txtxt ===  -

g_dhjj_dl_g� l�d� g_ \uihegyxlky mkeh\by aZfdgmlhklb�
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0,...)'ˆ,ˆ,ˆ(,...)'ˆ,ˆ,ˆ( =+ xxtFxxtG .                                        (12)

)������������������������������	����������������� 1X  ����
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���$�����������α ����������������������������	���������� iF ����������������������

���������� *���������� ����� 21, FF � ���������� ��� ���������	� ����� α � �� ����� ��

�������� FFF == 21 ��*���$�����������������
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] 2222 ,,,

,,,,,

���J��g����F����T

�l��m�t�Z�X

⋅=⋅=⋅⋅=⋅⋅=

=====
−−−

(18)
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��������������������������������������������3��������������������������������

��������������������������������������������������������������	��
�����

����%��������������������%��!��������������������

TTFm

TFgt

TTFglzx

JTFmX

TFgtX

JTFglzxX

∂+∂+∂+∂=

∂−∂−∂−∂=

∂+∂+∂+∂+∂+∂+∂=

3

2

1

222

2

(19)

3������� �
��� ���������� ���� ����� ������� ����������� ������������	

�������������� ��������� ��������� ��� ����%����� �� �������������� ����������

�������� l ��� J ��3���������������������������

Tl JlX ∂+∂=4 . (20)

3���������������� 41 XX ÷ ���	�������������������������������� JgFTlzxmt ,,,,,,,, �

�!������ ������� ��������� �� ������� ������ ������ ������������ .��� ��� ����������

���!������� ��������������� ���� ������������������ ����$�� A�� �����������	� ��
$���������������'���$���������������3:
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Hij_^_e_gb_ y^jZ fZljbpu $ ij_^iheZ]Z_l hij_^_e_gb_ \k_o \_dlhjh\ V� m^h\e_l\hjyxsbo mjZ\g_gbx $V ��

WlZ ijhp_^mjZ Z\lhfZlbabjh\ZgZ \ [hevrbgkl\_ kbkl_f ZgZeblbq_kdbo \uqbke_gbc� GZijbf_j� \ kbkl_f_

0$7/$% j_amevlZl ihemqZ_lky ijbf_g_gb_f d fZljbp_ $ hi_jZlhjZ QXOO�$�¶U¶�� Z \ kbkl_f_ 5('8&( hi_jZlhjZ

QXOOVSDFH�$�� J_amevlZl \ h[_bo kbkl_fZo ij_^klZ\ey_lky lZd`_ \ \b^_ fZljbpu :� klhe[pu dhlhjhc b _klv

bkdhfu_ \_dlhjZ� Ijb aZibkb fZljbpu $ ke_^m_l bf_lv \\b^m� qlh \ kbkl_f_ 0$7/$% fZdkbfZevgh

jZaj_`_ggufb �LVRODWHG� hdZau\Zxlky gb`gb_ kljhdb fZljbpu :� Z \ kbkl_f_ 5('8&( ± \_jogb_� Wlh lj_[m_l

khhl\_lkl\mxs_]h jZaf_s_gby klhe[ph\ fZljbpu $� bkdexqZ_fu_ i_j_f_ggu_ khhl\_lkl\_ggh ^he`gu

jZkiheZ]Zlvky \ gZqZevguo klhe[pZo fZljbpu $ ijb \uqbke_gbyo \ kbkl_f_ 0$7/$% b \ dhg_qguo ± ijb

\uqbke_gbyo \ kbkl_f_ 5('8&(� Djhf_ lh]h� ^ey ihemq_gby jZpbhgZevguo �^jh[guo� dhwnnbpb_glh\ \

kbkl_f_ 5('8&( ^he`_g [ulv ih^gyl neZ] µRQ URXQGHG¶� AZibkZggZy \ur_ fZljbpZ $ ih^]hlh\e_gZ ^ey

\uqbke_gbc \ kbkl_f_ 0$7/$%� ihwlhfm ihjy^hd klhe[ph\ \ g_c khhl\_lkl\m_l i_j_f_gguf

tzxFTJglm ,,,,,,,, ^ey ihke_^h\Zl_evghklb hi_jZlhjh\ 3241 ,,, XXXX .
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−−−
−−

−−

=

10000

01000

00100

00010

00001

5,01100

5,00011

5,01100

5,01111

W (22)

*����'���$�����������$��W �������������!���������������������'�������
����$�����������������������������������������������������

J

lmg
t

mg

F
u

mg

T
uZ

J

lm
zX

J

lm
x ===== τ,2

,,, 21 (23)


�'������������������������������������

                                   

αθ
αθθ

αθθ

cos

1sinsincos

sincossin

2

21

21

u

uuz

uux

=

−+=

+−=

��

��

��

                                           (24)

#��� ���� ��������������� ���� D90≠α �� ��� ���!��� ������� ������� αε tg= �� �� ������

���������� 2u � ������� ������������ αcos2u �� #����� �������������� !���������

����������������������������

2

21

21

1sincos

cossin

u

uuz

uux

=

−+=

+−=

θ
θεθ

θεθ

��

��

��

(25)

����������������������������������� 21,uu ������������������������������	������

������ θ,, zx ��������

0sinsincos =−++ θεθθθ ������ zx .                                           (26)


����������������������
2

2τ+= zy ���������������������

0sincos =−+=Φ θεθθ ������ zx .                                                (27)

6�������� ����� ���������� �� ������� �������	� �
�� ��� ���$������$��

θθ sincos zxF ���� +=  �� θ��−=G �� ��'����� �� ����� ������ ����������� ��������

��������������� ��%�� #������ ��� � )�	���� ��'���$������ �������� �
���

�������������������������������������������	��������

A. 0����������������

 εθτ ξξξξ ∂+∂+∂+∂+∂= 3210
yxX (28)
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B. *��������������������������������X��������������

                                                      
''

3
''

2
''

1

)1()2(

'
3

'
2

'
1

)1(

θ

θ

ηηη

ζζζ

∂+∂+∂+=

∂+∂+∂+=

yx

yx

XX

XX
                             (29)

������'���$������ ηζ , �����������������������

                                                  
)()(

)()(
0

0

ξζη
ξξζ

DxD

DxD

i
ii

i
ii

��

�

−=

−=
                                              (30)

��������� 3,1=i ;  ),,( θyxxi = ��������������������������$�����������������

����������

...+∂+∂+∂=
ii xixi xxD

�
���τ (31)

.�	���������������������������
)2(

X ���������������������������

0sincos)cos(sin 3213

)2(
=−−++−−=Φ εηθθηθηθθξ ������ yxX . (32)

*������������������������������������� ε �� ����������������� 3η �����.�������������

����������� �������� ����������� ��������� 030 ==ξξ �� 3��������������� �������� ����

����������

θθηθη ��−+ sincos 21 =0.                                        (33)


���%��������������������������� 1η :

).(

)(

)(

)(

11111

11111

11111

1111121

θθθθθτθ

θτ

θτ

τθττττ

ξθξξξθξθ

ξθξξξξ

ξθξξξξ

ξθξξξξη

������

������

������

���

+++++

++++++

++++++

++++==

yx

yyyyxyy

xxyxxxx

yx

yx

yxyy

yxxx

yxD

(34)

7����������� ��������� ������ ��������� �� ���� 2η �� *����������� '���� �������	� �

��������� ������������������������������������������������ ��������� ��������

,...,, θ������ yx ���������������������������������������	���������
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0sincos

....................................

0sincos

0sincos

0sincos

0sincos

0sincos

1sincos

0sincos

0sincos

21

21

21

21

21

21

21

21

21

=+

=+

=+

=+

=+

=+

=+

=+

=+

θξθξ

θξθξ

θξθξ
θξθξ

θξθξ
θξθξ

θξθξ

θξθξ
θξθξ

ττττ

θθ

θθθθ

θθ

xx

xyxy

yyyy

xxxx

yy

xx

(35)

���1�%�������������������������������	�������.������$���������������������

θ � �� ��������� ���� �� �������� ����������� �������� �� ������������ ���� 021 == xx ξξ .

7����������� ������ ���������� ���� 02121 ==== ττ ξξξξ yy �� 3�������������

)(),( 2211 θξξθξξ == �� 1�%��� �������� ��� �������� � �� %������� ��������� �������� �����

�������������������������� θξθξ cos,sin 21 −== ��#������!����������������������������

�������������������������

εθθ ∂+∂−∂= yxX cossin . (36)

F��-����������������������������

θε
θε

cosˆ

sinˆ

+=
−=

yy

xx
(37)

����'��������������������������������������������������������������#������

0sinˆcosˆ =′′+′′ θθ yx . (38)


����������� yx ˆ,ˆ ����������������������!������������������	���������	4

                                         211ˆ θε �−= uu                                                                          (39)

���������������������������������

2

1

1

1cosˆˆ

sinˆˆ

u

uz

ux

=′′
−=′′

−=′′

θ
θ
θ

                                                     (40)

0��������������������������!���� �
������������������������� �����!������	�������

���!�����	� ����������	������$���� ����������	��!���� '��� ������������� �����	

�������������	�������������������������'��������������	�

��� (�#�)*������ � -������	� ��������� ����������� ������������� �������� �

�����������������������������	�����$������������
����!����������������������

                                                
4
Fh`gh ihdZaZlv� qlh

1û _klv g_ qlh bgh_� dZd \lhjhc ^bnn_j_gpbZevguc bg\ZjbZgl \lhjh]h ihjy^dZ ^\Z`^u

ijh^he`_ggh]h hi_jZlhjZ X.
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#������ �� � ���������� ���������� �����	� �� ������������	� �$���� ���� ������

������������ ����!��	� ����$��� ������ ���������� �������� �
�� ��� �������������

������������� �������� � �
���� 0�������� ���� ��������	� ������� ��������� �� �� ���

��������� ������ ������� �� ������������	� �������� ������������� ���� ������� �����

������������� �������� �������� ��������� ������� �� ��������� �������������

����	������'�������������������������������������������������������
����&������

������� ������������ ���� �������� ����� �
��� ������������� �������� ��������

���������� �������� ��� �������������� ������������� !����� �!����� �������� ����

������� ������ ��'���$������� ),,( ηξτ � ��� '���� �������� ������������� .�����	%��

������� �� ������� �����������������	� ����$��� ��������� ������ ��	��� �� �!����

������������

�� ;_eefZg J�� Wg^`_e W� >bgZfbq_kdh_ ih]jZffbjh\Zgb_ b mjZ\g_gby \ qZklguo ijhba\hguo� ±F��Fbj� ����� ± ��� k�

�� <_SeZgv :�N�� FhkdZexd :�D� FZl_fZlbq_kdh_ fh^_ebSh\Zgb_ g_iS_Su\guo ^bgZfbq_kdbo kbkl_f� � D�� +Zmd� ^mfdZ�

����� � ��� k�

��@mjZ\e_\ <�N�� Debfh\ >�F� IjbdeZ^gu_ f_lh^u \ l_hjbb dhe_[Zgbc� �F�� GZmdZ� ����� � ��� k�

�� B[jZ]bfh\ G�O� :e]_[jZ <_kkbh�=me^[_j]Z�Eb b __ bkihevah\Zgb_ ijb bgl_]jbjh\Zgbb g_ebg_cguo mjZ\g_gbc� ± <

k[�� Kh\j_f_gguc ]jmiih\hc ZgZeba� ±F��FNLB� ����� � K� ������

�� E_]_gvdbc <�B� Kbff_ljbcguc ZgZeba mijZ\ey_fuo kbkl_f b _]h ijbeh`_gby d aZ^ZqZf ^bgZfbdb ihe_lZ �� >bk«�

^hdl� l_og� gZmd� Db_\� ������ ��� k�

�� E_]_gvdbc <�B� H fbgbfZevgh�iZjZf_ljbq_kdhc nhjf_ mjZ\g_gbc ^\b`_gby e_lZl_evguo ZiiZjZlh\ �� Ijbde�

f_oZgbdZ� ��������� k� ������

��F_s_jkdbc B�<� JZ[hlu ih f_oZgbd_ l_e i_j_f_gghc fZkku�²F�� =hkl_ol_hj_lba^Zl� ����� ± ��� k�

�� FblShihevkdbc X�:�� EhiZlbg :�D� L_hS_lbdh�]Smiih\hc ih^oh^ \ Zkbfilhlbq_kdbo f_lh^Zo g_ebg_cghc f_oZgbdb�

� D�� +Zmdh\Z ^mfdZ� ����� � ��� k�

�� +Z P� <uqbkebl_evgu_ f_lh^u S_r_gby iSbdeZ^guo ]SZgbqguo aZ^Zq� �F��FbS� ����� � ��� k�

��� H\kyggbdh\ E�<� =jmiih\hc ZgZeba ^bnn_j_gpbZevguo mjZ\g_gbc� �F�� GZmdZ� ����� � ���k�

��� He\_j I� Ijbeh`_gby ]jmii Eb d ^bnn__j_gpbZevguf mjZ\g_gbyf� ±F��Fbj� ����� ± ��� k�
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