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Похiдний тип та симетрiйний аналiз систем
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Вивчаються симетрiйнi властивостi класу систем керування третього порядка з
двома довiльними функцiями одного аргумента. Обчислений похiдний тип цьо-
го класу в залежностi вiд спецiалiзацiї довiльних функцiй та отриманi класифi-
кацiйнi умови на алгебри симетрiй вiдповiдно до похiдного типу. Встановлено,
що розширення симетрйних властивостей спостерiгається при втратi системою
керованостi.

1 Вступ

Симетрiйний аналiз – майже єдиний метод аналiзу математичних моделей
реальних фiзичних систем, що описуються нелiнiйними диференцiальними
рiвняннями. Це повною мiрою стосується також математичних моделей си-
стем керування, якi з математичної точки зору є недовизначеними системами
диференцiальних рiвнянь (тобто кiлькiсть рiвнянь менша нiж кiлькiсть зале-
жних змiнних [16]). Ця властивiсть робить їх спорiдненими з деякими класа-
ми рiвнянь, що природним чином з’являються в диференцiальнiй геометрiї.
Таким, наприклад, є клас рiвнянь типу Монжа

ẋ = F (t, x, y, ẏ, ÿ). (1)

Зусилля видатних математикiв минулого столiття були направленi на з’ясува-
ння вiдповiдi на запитання, при яких спецiалiзацiях функцiї F (·) є можливим
побудувати загальний розв’язок рiвняння (1), див., наприклад, [11, 8, 9].

Останнiм часом П.Керстен [12] вивчав симетрiйнi властивостi конкретної
системи ux = (vxx)

2 iз зазначеного класу, а В.Йолкiн з колегами розгля-
дав задачу групової класифiкацiї афiнних систем керування в монографiї [2].
Тим не менше, системи третього порядка з нелiнiйним входженням керуючих
впливiв в рiвняння математичних моделей не вивчались.
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2 Постановка задачi

Розглядається клас систем керування з одним керуючим впливом i, вiдповiд-
но, з двома довiльними функцiями, що має вигляд

dx

dt
= F (u),

dy

dt
= G(u), (2)

dz

dt
= u,

де t – час, x, y, z – фазовi координати, u – керування. Функцiї F,G вважаю-
ться диференцiйованими необхiдну кiлькiсть разiв. Будемо розв’язувати кла-
сичну задачу групової класифiкацiї у сенсi Л.В. Овсяннiкова, тобто вивчати
симетрiї системи (2) в класi операторiв

X = τ∂t + ξ∂x + η∂y + ζ∂z + ϕ∂u, (3)

де ∂xi = ∂
∂xi , а τ = τ(t, x, y, z, u), . . . , ϕ = ϕ(t, x, y, z, u), та з’ясовувати всi мо-

жливi спецiалiзацiї функцiй F, G, при яких симетрiї системи розширюються
порiвняно з довiльними значеннями вказаних функцiй.

Зазвичай розв’язок поставленої проблеми передбачає побудову так званих
”визначальних рiвнянь” з їх подальшим аналiзом (зокрема, знаходженням
так званих ”класифiкуючих рiвнянь”, тобто умов на довiльнi функцiї, при
виконаннi яких симетрiйнi властивостi системи розширюються).

В цiй роботi ми попередньо проведем диференцiально-геометричний аналiз
вихiдної системи рiвнянь, та зясуємо, якi саме рiвняння мають бути об’єктом
групового аналiзу.

3 Похiдний тип системи (2)

В нашому аналiзi ми будемо дотримуватись iдей, означень та позначень, що
прийнятi у сучаснiй диференцiальнiй геометрiї (див., зокрема, [7, 3, 10, 16,
18]), а також розвивати пiдхiд, запропонований авторами в роботах [13, 15,
14].

Отже, з системою рiвнянь (2) можливо асоцiювати вiдповiдну систему ди-
ференцiальних 1-форм:

ω1 = dx− Fdt, ω2 = dx−Gdt, ω3 = dz − udt. (4)

Об’єднаємо цi форми в систему I(0) = {ω1, ω2, ω3} та будемо вивчати її ”по-
хiдний стяг” (”derived flag”, див. [7, p.44]). Простi обчислення показують, що
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перша похiдна система I(1) при будь-яких функцiях F,G мiстить двi 1-форми,
якi можуть бути взятi, наприклад, у виглядi:

I(1) = {ω13, ω23}, (5)

де

ω13 = ω1 − Fuω
3 = dx− Fudz + (uFu − F )dt, (6)

ω23 = ω2 −Guω
3 = dy −Gudz + (uGu −G)dt, (7)

а Fu = ∂F
∂u , Gu = ∂G

∂u .
Для дослiдження другої похiдної системи I(2) треба перевiрити умови iн-

тегрованостi 1-форм ω13, ω23. Цi умови – це умови тотожної рiвностi нулю
двох 4-форм, а саме: dω13 ∧ω13 ∧ω23 = 0 та dω23 ∧ω13 ∧ω23 = 0. Обчислення
показують, що цi умови приводять до рiвнянь Fuu = 0, Guu = 0, тобто, коли
F = C1u + C2, G = C3u + C4, де Ci (тут i в подальшому) – довiльнi сталi. У
цьому випадку I(2) = I(1) = {ω13, ω23}, iнакше

I(2) = {ω}, (8)

де

ω = Guudx−Fuudy+(FuuGu−GuuFu)dz+[Guu(uFu−F )−Fuu(uGu−G)]dt. (9)

Знову ж таки, за умови dω ∧ ω = 0, тобто при

GuuuFuu −GuuFuuu = 0, =⇒ G = C5F + C6u + C7, (10)

маємо I(3) = I(2) = {ω}, тобто похiдна система стабiлiзується, iнакше I(3) =
{0}. Якщо, слiдуючи за роботою [18], ввести означення ”похiдного типу”
(”derived type”, DT), – тобто послiдовностi розмiрностей

DT = {dim I(0), dim I(1), dim I(2), . . . , dim I(N)}, (11)

де N – похiдна довжина (число, коли наступає стабiлiзацiя похiдного типу),
та узагальнити попереднi обчислення, отримаємо три наступнi варiанти:

1. DT={3, 2, 2}, виконуються диференцiальнi умови Fuu=0, Guu = 0 та вiд-
повiднi iнтегральнi умови F = C1u + C2, G = C3u + C4, мають мiсце
наступнi iнварiанти x− C1z − C2t = C8, y − C3z − C4t = C9;

2. DT={3, 2, 1, 1}, виконується диференцiальна умови GuuuFuu−FuuuGuu =
0 та вiдповiдна iнтегральна умова G = C5F + C6u + C7, має мiсце iнва-
рiант y − C5x− C6z − C7t = C10;

3. DT={3, 2, 1, 0}, має мiсце загальний випадок, попереднi умови (та їх час-
тковi випадки на кшталт Fu = 0) не виконуються, немає жодного iнва-
рiанта.

Зауважимо, що випадки 1 i 2 породженi умовами некерованостi (умовами
наявностi перших iнтегралiв).
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4 Симетрiйний аналiз та класифiкацiйнi умови

Як випливає з попереднiх конструкцiй, за вiдсутностi вироджень (вiдсутностi
перших iнтегралiв), вiрним є наступне твердження:

Пропозицiя 1. Вихiдна система (2) може бути еквiвалентно представ-
лена лише однiєю диференцiальною 1-формою, а саме 1-формою ω з (9).

Ця пропозицiя значно полегшує подальший груповий аналiз, оскiльки ма-
ємо лише одну 1-форму. Умова симетрiї в цьому випадку може бути записана
у виглядi:

LXω = λω, (12)

де LX – похiдна Лi векторного поля X, а λ = λ(t, x, y, z, u) – довiльна 0-форма
(функцiя). Якщо помножити зовнiшньо рiвняння (12) на ω, то внаслiдок то-
тожностi ω ∧ ω = 0, рiвняння (12) набуде бiльш простого вигляду:

(LXω) ∧ ω = 0, (13)

в якому вже вiдсутня функцiя λ. Наступне перетворення, яке варто зробити,
це скористатись формулою

LXω = X_|dω + d(X_|ω) (14)

та спецiальним анзацем, запропонованим Кентом Харрiсоном в класичнiй
статтi [10], а саме ввести твiрну функцiю симетрiй φ = φ(t, x, y, z, u) за фор-
мулою

φ = X_|ω = Guuξ−Fuuη+(FuuGu−GuuFu)ζ+[Guu(uFu−F )−Fuu(uGu−G)]τ.

(15)

Враховуючи останнi пiдстановки, умова (14) набуде остаточного вигляду:

(X_|dω + dφ) ∧ ω = 0. (16)

С точки зору теорiї диференцiальних форм остання умова – це 2-форма у про-
сторi 5 змiнних (t, x, y, z, u). Вiдповiдно, ця умова породжує C2

5 = 10 рiвнянь
на коефiцiєнти форми. Важливою особливiстю цих рiвнянь є те, що вони не
мiстять похiдних вiд функцiй (τ, ξ, η, ζ, ϕ), а мiстять лише самi функцiї, якi
входять в цi рiвняння лiнiйним чином (утворюють лiнiйну систему). Розв’я-
зок цих рiвнянь являє собою вирази для обчислення невiдомих (τ, ξ, η, ζ, ϕ)
через твiрну функцiю симетрiй та її похiднi (φ, φt, φx, φy, φz, φu) та, власне,
додатковi рiвняння на саму твiрну функцiю. Цих додаткових рiвнянь вияв-
ляється два, а саме:

φt + Fφx + Gφy + uφz = 0, Fuφx + Guφy + φz = 0. (17)
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Розв’язуючи цi рiвняння, остаточно маємо

φ = φ(u, x− Fuz + (uFu − F )t, y −Guz + (uGu −G)t), (18)

тобто φ – довiльна функцiя трьох зазначених аргументiв. Остаточнi рiвнян-
ня для решти невiдомих не наводимо зважаючи на їх громiздкiсть. Наведенi
формули характеризують групу симетрiй для загального випадка. Як бачи-
мо, вона є нескiнченно-вимiрною та характеризується довiльною функцiєю
трьох змiнних. Це, очевидно, розширює ядро алгебри, яке у даному випадку
є скiнчено-вимiрним: 1-форма ω допускає 5 операторiв симетрiї незалежно
вiд спецiалiзацiї функцiй F,G:

X1 = ∂t, X2 = ∂x, X3 = ∂y, X4 = ∂z, X5 = t∂t + x∂x + y∂y + z∂z. (19)

5 Висновки

По-перше, ми з’ясували, що вихiдна система керування еквiвалентна за си-
метрiйними властивостями єдинiй 1-формi, що значно спростило подальший
аналiз. По-друге, введення твiрної функцiї симетрiй дозволило отримати за-
гальний розв’язок системи визначальних рiвнянь у кiнцевому виглядi. По-
третє, класифiкацiйнi умови, як виявилось, є умовами змiни похiдного типу
асоцiйованої з вихiдними рiвняннями системи диференцiальних форм. Цi кла-
сифiкацiйнi умови є по сутi умовами появи некерованостi вихiдної системи i,
хоча в цьому випадку симетрiйнi властивостi розширюються, практичного
змiсту вони не мають.

6 Подяка

В.I.Легенький висловлює подяку Державному фонду фундаментальних до-
слiджень (ДФФД, Україна) та Нiмецькому Науковому Товариству (DFG) за
часткову фiнансову пiдтримку цiєї роботи, що здiйснювалась у рамках прое-
кту № Ф39.1/001 ”Групова класифiкацiя систем керування третього порядку”.
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[11] Hilbert, D. Über den Begriff der Klasse von Differentialgleichungen.
Math.Ann. 73, 95–108 (1912).

[12] Kersten P.H.M. The general symmety algebra structure of the underdetermi-
ned equation ux = (vxx)

2 // J. Math. Phys. 32(8), 1991, p. 2043–2050.

[13] Lehenkyi V., Rudolph J. A characteristic prolongation for second order
control systems // Preprint, IHES/M/03/54, 2003, 16 p.

[14] Lehenkyi V., Rudolph J. Towards the Group Classification of Control
Systems // Proceedings of Institute of Mathematics of NAS of Ukraine. —
2004. — 50, Part 1. — 170–175.

[15] Lehenkyi V., Rudolph J. On a characteristic vector field for systems reducible
to order two // Proceedings of the IFAC Congress, Prague. — 2005. — 6 p.

[16] Symmetries and conservation laws for differential equations of mathematical
physics / A. V. Bocharov, V. N. Chetverikov, S. V. Duzhin et al. – Providence
(RI): Amer. Math. Soc., 1999. – 333 p.

[17] Легенький В.I., Рудольф Й. Груповi властивостi систем керування тре-
тього порядку // Математические машины и системы, 2011, № 4.

[18] Strazzullo, Francesco, "Symmetry Analysis of General Rank-3 Pfaffian
Systems in Five Variables"(2009). All Graduate Theses and Dissertations.
Paper 449. http://digitalcommons.usu.edu/etd/449


